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Twierdzenie 1 (o zamianie zmiennych w catce podwdjnej)

Niech A i D beda obszarami regularnymi na pfaszczyznie oraz funkcja wektorowa
T okreslona wzorem
r [ = o)
Y

¥ (u,v)
przeksztatca obszar A na D. Jezeli:

@ funkcje ¢ i maja ciagte pochodne czastkowe pierwszego rzedu na zbiorze
otwartym zawierajacym A,

funkcja f jest ciagta na obszarze D,

(2]

© odwzorowanie T wnetrza obszaru A w obszar D jest przeksztatceniem
réznowartosciowym,

(]

wewngatrz obszaru A jakobian przeksztatcenia T jest rézny od zera

to

f/;) f(x,y) drvdy = ffA f(qS(u,v),q/z(u,v))|JT(u7U)| .
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Wspotrzedne biegunowe

wspbtrzedne kartezjanskie wspbirzedne biegunowe
P=P(z,y) P="P(p,p)
( ~ postac algebraiczna (~ postad trygonometryczna
liczby zespolonej) liczby zespolonej)
T = pcosy p=0
y = psing p€e[0,2m) (albo @€ [-m, 7))
2 ,2_ 2

a?+y?=p
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Wspotrzedne biegunowe

wspotrzedne kartezjanskie wspotrzedne biegunowe
P =P(z,y) P=P(p,¢)
( ~ postac algebraiczna (~ postaé trygonometryczna
liczby zespolonej) liczby zespolonej)
T = pcosy p>20
y = psing v €[0,2m) (albo pe[-m, 7))
2?1 y?=p?
y
pPSINPt — — — —— — — P=(x.y)

1
1
|
1
1
1

p cosg

Zamiana wspdolrzednych biegunowych na kartezjanskie
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Wspotrzedne biegunowe

wspbirzedne kartezjanskie wspdirzedne biegunowe
P =P(z,y) P=P(p,¢)
( ~ postac algebraiczna (~ postaé trygonometryczna
liczby zespolonej) liczby zespolonej)
T = pcosy p>0
y = psing p€[0,2m) (albo pe[-m, 7))
2?1 y?=p?

Twierdzenie 2

Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze D, ktéremu odpowiada we wspdtrzednych
biegunowych obszar regularny A, to

[[D f(z,y) dzdy = /fA f(pcos, psinp) - p dpdep.
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Przyktad 1

Obliczyé catke podwdjng z funkcji f(x,y) =+/x2 +y? po obszarze regularnym
D={(z,y)eR?:1<2? +y* <4 A 2<0}.
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Przyktad 1

Obliczyé catke podwdjng z funkcji f(x,y) =+/x2 +y? po obszarze regularnym
D={(z,y)eR?:1<2? +y* <4 A 2<0}.
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Przyktad 1

Obliczyé catke podwdjng z funkcji f(x,y) =+/x2 +y? po obszarze regularnym
D={(z,y)eR?:1<2? +y* <4 A 2<0}.

©
x

/[[)\/x2+y2dxdy:/[A\/pzcos2<p+pzsin2go~pdpdcp
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Przyktad 1

Obliczyé catke podwdjng z funkcji f(x,y) =+/x2 +y? po obszarze regularnym
D={(z,y)eR?:1<2? +y* <4 A 2<0}.

©
x

/[[)\/x2+y2dxdy:/[A\/pzcos2<p+pzsin2go~pdpdcp
%7‘(‘ 2

= -odo)d

f% (fl pp p) o
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Przyktad 1

Obliczyé catke podwdjng z funkcji f(x,y) =+/x2 +y? po obszarze regularnym
D={(z,y)eR?*:1<z?+y* <4 A <0}

©
x

22dd:/[ 2 ao? 2gin v - 0 dod
/[D\/x +y? dxdy A\/pcos<p+ps1ngoppcp

=f;ﬂ(f12p'pdp)dso=(fwgﬂdso)'(ffpzdp)=ﬂ-[;p3]j=;W

2
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Przyktad 2

Obliczy¢ catke podwdjng z funkcji f(x,y) =y po obszarze regularnym
D={(z,y) eR?:y<z?+y? <z}
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Przyktad 2

Obliczy¢ catke podwdjng z funkcji f(x,y) =y po obszarze regularnym
D={(z,y) eR?:y<z?+y? <z}

(22 +y2-y>0n22+9y°-2<0) = (m2+(y——)224—11/\(17——)2+y2£i)
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Przyktad 2

Obliczy¢ catke podwdjng z funkcji f(x,y) =y po obszarze regularnym
D={(z,y) eR?:y<z?+y? <z}

(22 +y2-y>0n22+9y°-2<0) = (x2+(y——)224—11/\(17——)2+y2£i)

=i

A jest obszarem regularnym

Ali Az:
0<p<cosy sinp < p < cosy
-5<p<0 0<p<?
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Przyktad 2 c.d.

Ali AQI
0<p<cosy sinp < p < cosy
-5<9<0 0<p< 7

ff y dxdy = /f psin - p dpdp = /f p2sin o dpde + / p*sin o dpdyp
D A Aq Ao
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Przyktad 2 c.d.

Ali AQI
0<p<cosy sinp < p < cosy
-5<9<0 0<p< 7

ff y dxdy = /f psin - p dpdp = /f p2sin o dpde + / p*sin o dpdyp
D A Ay Ao
0 GO o % Y g
= f ([ psinp dp)d<p+[ (f psinp d,p)dcp
-z 0 0 sin ¢
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Przyktad 2 c.d.

Ali AQI
0<p<cosy sinp < p < cosy
-5<9<0 0<p< 7

ff y dxdy = /f psin - p dpdp = /f p2sin o dpde + / p*sin o dpdyp
D A Ay Ao
0 GO o % Y g
= f ([ psinp dp)d<p+[ (f psinp d,p)dcp
-z 0 0 sin ¢

01 cos ¢ i1 cos ¢
0 3 : 3
= =S do + [ s d
f‘" 3 IDQO[p ]0 v o 3 lntp[p ]sinap ¢

2
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Przyktad 2 c.d.

Ali AQI
0<p<cosy sinp < p < cosy
-5<9<0 0<p< 7

ff y dxdy = /f psin - p dpdp = /f p2sin o dpde + / p*sin o dpdyp
D A Ay Ao
0 GO o % Y g
= f ([ psinp dp)d<p+[ (f psinp d,p)dcp
-z 0 0 sin ¢

01 cos ¢ i1 cos ¢
0 3 : 3
= =S do + [ s d
f‘" 3 IDQO[p ]0 v o 3 lntp[p ]sinap ¢

2

1 Ed
= / sin g cos® ¢ dp + E f " sin @(cos® p —sin® @) dyp
@ 0
2

Anna Bahyrycz Zamiana zmiennych w catkach wielokrotnych 6/14



Przyktad 2 c.d.

Ali AQI
0<p<cosy sinp < p < cosy
-5<9<0 0<p< 7

ff y dxdy = /f psin - p dpdp = /f p2sin o dpde + / p*sin o dpdyp
D A Ay Ao
0 GO o % Y g
= f (f p-sinp dp)d<p+[ (f psinp d,p)dcp
-z 0 0 sin ¢

01 cos ¢ i1 cos ¢
0 3 : 3
= =S do + [ s d
f‘" 3 IIIQO[P ]0 v o 3 lntp[p ]sinap ¢

2

1 Ed
= / sin g cos® ¢ dp + E f " sin @(cos® p —sin® @) dyp
@ 0
2

1 ri 1 ri
=—[4sin<pcos3<pd<p——/4sin4<pd<p
3J- 3 Jo
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Wspotrzedne walcowe

wspotrzedne kartezjanskie wspotrzedne walcowe
P=P(z,y,z) P=P(p,p,h)
T = pcosy p>20
y = psing p€[0,2m) (albo @e[-m, m))
z = h heR
2?1 y?=p?
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Wspotrzedne walcowe

wspbtrzedne kartezjanskie wspdtrzedne walcowe
P=P(z,y,2) P=P(p,p,h)
T = pcosy p=0
y = psing p€e[0,2m) (albo pe[-m, 7))
z = h heR
2?1 y?=p?
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Wspotrzedne walcowe

wspbtrzedne kartezjanskie wspdtrzedne walcowe
P=P(z,y,z) P=P(p,p,h)
T = pcosy p>0
y = psing v €e[0,2m) (albo pe[-m, 7))
z = h heR
22 +y? = p?

Twierdzenie 3

Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze U, ktéremu odpowiada we wspotrzednych
walcowych obszar regularny €, to

]} 1.y 2) dadydz = [[[| 1Gpcosi,psin.h) - p dpdodn.
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e ———

Wprowadzajgc wspétrzedne walcowe obliczy¢ catke potréjng [[f,; x* +y? dwdydz
gdzie U jest ograniczony powierzchniami z = x? +y> A z =8 —z% —3°.
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Wprowadzajac wspétrzedne walcowe obliczy¢ catke potrojng (I, x? +y? dadydz
gdzie U jest ograniczony powierzchniami z = x? +y> A z =8 —z% —3°.
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Przyktad 3 c.d.

U={(:L‘,y,z)ER3: $2+y2£z38—x2_y2}

Anna Bahyrycz Zamiana zmiennych w catkach wielokrotnych 9/14



Przyktad 3 c.d.

U={(:L‘,y,z)ER3: $2+y2£z38—x2_y2}

0< ¢ <27
Q:{ 0< p <2
pP< h <8-p?
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Przyktad 3 c.d.

U={(:L‘,y,z)ER3: $2+y2£z38—x2_y2}

0
Q:40
p* <
2

27 2 8-p
[[f 22 +y? dedydz = [[ 0> p dpdpdh = f { / [[ o’ dh] dp}dgo
U Q 0 0 p2

IN A
> 6
INIA A
PN

3

2
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Przyktad 3 c.d.

U={(:L‘,y,z)ER3: $2+y2£z38—x2_y2}

0< ¢ <27
Q: OS p <2
P’ h <8-p?

[+ dwdyaz= [[[[ 52-pdodgan= [ { [* [/ [ [ an] do)as
LT oL oo [ 5620 dn)a
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Przyktad 3 c.d.

U={(:L‘,y,z)ER3: $2+y2£z38—x2_y2}

0< ¢ <27
Q:4 0< p <2
pP< h <8-p?

2

I o? dedyaz= [[] o papaan= [{ 7] [ 6" dn]dphae
LA o= [T [ =20 anfao

(/(;%d@)'(/ozSpB—?psdp)=2w-[2p4—ép6]z=%77
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Wspétrzedne sferyczne

wspotrzedne kartezjanskie wspdtrzedne sferyczne
P=P(z,y,z) P=P(r,p,v)
T = TCOSpCosY r>0
y = rsinpcosy p€[0,2m) (albo @e[-m, 7))
z = rsingy we[—g,g]

v +y?+ 22 =02
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Wspétrzedne sferyczne

wspotrzedne kartezjanskie wspdtrzedne sferyczne
P=P(z,y,2) P=P(r,p,¢)
T = TCOSpCosY r>0
y = rsinpcosy p€[0,2m) (albo @e[-m, m))
z = rsiny Yel-3,5]

vyt
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Wspétrzedne sferyczne

wspbtrzedne kartezjanskie wspodtrzedne sferyczne
P:P(x,y,z) P:P(ra@ﬂ/})
T = TCOSpcosy r>0
y = rsinpcosy v €[0,2m) (albo @ e[-m, 7))
z = rsiny Yel[-3,5]
w2 +y?+ 22 =02

Twierdzenie 4

Jezeli funkcja f jest ciagta na obszarze U, ktéremu odpowiada we wspotrzednych
sferycznych obszar regularny €, to

//U f(z,y, z)dzdydz :/fﬂ f(rcos @ costp, rsin @ cos 1, rsin ) rcos o drdpdip.
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Przyktad 4

Woprowadzajac wspétrzedne sferyczne lub walcowe obliczy¢ catke potréjng
My #* + y* daedydz , gdzie U jest ograniczony powierzchniami

z=\22+y%2 A 2=+/9 2292
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Przyktad 4

Woprowadzajac wspétrzedne sferyczne lub walcowe obliczy¢ catke potréjng
g @ +y? dedydz , gdzie U jest ograniczony powierzchniami

z2=22+y2 A z2=1/9-122—y>.
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne sferyczne)

U={(I,y,z)€R3: \/x2+y2$z£\/9—x2—y2}
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne sferyczne)

U={(I,y,z)€R3: \/x2+y2$z£\/9—x2—y2}

)
sy © O
A A A
IN A IN
ISERNE
)

<€ 3
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne sferyczne)

U={(I,y,z)€R3: \/x2+y2$z£\/9—x2—y2}

OF

sy © O

A A A

IN A IN

ISERNE
)

,
¢
(2

/// 22 +y? dedydz = /f/{; r2 cos? 1 - 2 cos drdedi)
U
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne sferyczne)

U={(I,y,z)€R3: \/x2+y2$z£\/9—x2—y2}

.

///UxQerz dxdydz://[ﬂﬁ cos? 4 - 12 cos ) drdpdip
:fog{fo%[/fr“cosglbdib] dcp}dr

4

A A IA

IN AN IN

ISERNE
3

,
¢
(2

sy © O
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne sferyczne)

U={(I,y,z)€R3: \/x2+y2$z£\/9—x2—y2}

.

///[]x2+y2 dxdydz://[ﬂﬁ cos? 4 - 12 cos ) drdpdip
:fog{fo%[/fr“cosglbdib] dcp}dr

4

:(f;cos‘gz/)dw)(fo% d<p)-(f03r4dr)

sy © O

A A A

IN A IN

ISERNE
)

,
¢
(2
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspédtrzedne sferyczne)

U={(z,y,2) eR®>: /a2 +y2<z</9-22-y2}

.

///UxQJFyQ dﬂUdydz://[Qr2 cos? 4 - 12 cos ) drdpdip
:fog{fo%[/fr%osgwdw] dcp}dr

:(f;cos‘gz/)dw)(fo% d@)-(/ogr‘ldr)

= %(/ (cos®p — cospsin? ) d’l/l)

A ININ

IN AN IN

ISERNE
)

,
¢
(2

sy © O

35 1 V2 V2, 81
2”'3‘(1_5_7 12) 1”652

5
or L [siny - )

ISERNIE]
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspétrzedne walcowe)

6

5

-4

55

Ne- - == -
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspétrzedne walcowe)

6

5

-4

55

U={(z,y,2) eR*: \/x2+y2§zg\/9_x2_y2}

Ne- - == -
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Przyktad 4 c.d. (zamiana na wspétrzedne walcowe)

6

5

4

Ne- - == -

-4

55

U={(z,y,2) eR*: \/x2+y2§zg\/9_x2_y2}

p <27

3v2

0< »p <=5
< h </9-p?
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U={(z,y,2) eR®: /a2 +y2 <z<\/9-22-y2}
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U={(z,y,2) eR®: /a2 +y2 <z<\/9-22-y2}

0< ¢ <27
5 3\/5
Q0: 0< P ST

,0; h  <+/9-p?
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< @ <27

3V2

L P
< h </9-p?
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0< o <27
o 32
< h <4/9-p?

ffox2+y2 da:dydz=fffﬂp2'pdpdgodh=fOQW{fO%E[fpﬂps dh] dp}d<p
:fo%{foafpg'[h]gmdﬂ}dsﬁfo%{fosﬁpi”(\w— 2- p) dp}dsp
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0< o <27
< h <4/9-p?
v Q 0 0 p
2m 342 27 3v32
_ Z 3r, 1V9-p? 3 T 5 —
- [T A dpfde= [T [T /907 - 0) dp)dy

3v2

:(£2ﬂd¢)-(£7(p3 9—p2 _p4)dp)=%ﬂ'(8—5\/§)
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0< o <27
o 32
p< h <\/9-p?

[fox2+y2 da:dydz=fffﬂp2'pdpdgodh=fOQW{fO%E[fpmps dh] dp}d<p
:fo%{foafpg'[h]gmdﬂ}dwfo%{fosﬁpi”(\m— 2- p) dp}dsp

n £
=(f02 dga)-(fo (039 - p2 _p4)dp)=%7r(8—5\/§)

N

22 / t = 9-p° 9
oo g_dep:{dt g }:‘é y VO -1) di

= —2pdp

o

(SIS
(SIS

Il
|
[V][S=}

t

Wi

2
5t

l\D\»—A

_ 4 £_34
]—3—5 VoA 20[ O(40 24 -10V2 + 3v/2)

9
2
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